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Do a =/ d n€u suy ra phudng trinh chi c6
nghi�m x = 0. 

Nhu v�y, veli anh x� cf> chi t6n t�i 2 diem ngo�i
1� la 

Q = (0, ±1).

Dinh nghia anh x�

cho Mi (5):

(u, v) f---7 (x, y) = -, -- .(
u u -1) 
V U + 1 

Ta thfiy anh x� nay xac dinh t� m9i diem trong
EMjk(k) ngo�i tru t�i cac diem c6 to� d('> (u, v)
thoa man 

v(u+l)=0. 

Xet cac trucing h<;lp:

- v = 0: Khi d6, phudng trinh (3) trd thanh

0 = u3 
+ Au2 

+ u = u(u2 +Au+ 1).

+ N€u (A - 2)(A + 2) = (,;��)2 la chinh
phudng trong k, di�u nay tudng dudng vcJi
ad Ia chinh phudng trong k thi phudng
trinh tren c6 cac nghi�m

_ O -A±J(A-2)(A+2) 
U- ' 2 

. 

+ Ngu<;lc l�i, n€u (A- 2)(A + 2) = (,;��)2 la
khong chinh phudng trong k, c6 nghia ad
khong la chinh phudng trong k thi phudng
trinh tren chi c6 nghi�m u = 0. 

- u = -1: Khi d6, phudng trinh (3) trd thanh

Bv2 = A-2.

+ N€u AB2 = d Ia chinh phudng trong k, thi
phudng trinh tren c6 cac nghi�m
v = ±J(A -2)/B.

+ Ngu<;lc l�i, n€u AB2 = d khong la chinh
phudng trong k thl phudng trinh tren khong
c6 nghi�m. 

Nhu v�y, ta c6 cac diem ngo� 1� Cl;t the cho
anh x� ¢-1 nhu sau: 

6 

- N€u ( �d ) = -1: 
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+ N€u (�) = 1, (g =) = -1: Chi c6 1 diem
ngo� 1� la

P = (0, 0).

+ N€u (�) = -1, (g) = 1: Cac diem ngo�i
1� la

P= (0,0),(-1,±✓(A-2)/B).

- N€u (�d) = 1:

+ N€u (�) = 1, (g) = 1: Cac diem ngo�i 1�
la

P = (0, 0), ((-A±✓(A - 2)(A + 2))/2, 0),

(-1, ±J(A - 2)/ B).

+ N€u (�) = -1, (g)
ngo�i l� la 

-1: Cac diem

P = (0, 0), (-1, ±✓(A - 2)/ B).

Ky hi�u �(cf>), �( cp-1) Hin lu<;lt la t�p anh cua
cac anh x� cf>, cp-1 tudng ung; Except(¢),
Except( cp-1) lful lu<;1t la t�p cac diem ngo�i 1�
cua cf>, cp-1 tudng ung. Ta se chi ra 

va
�(c/>-1) n Except(¢)= 0.

Diu tien, cful phai chung minh

� (cf>) n Except ( cp -1) = 0,

di�u nay tudng dudng vcJi vi�c chi ra dng vdi m6i
diem P = ( u, v) E Except( cp-1 ), se khong t6n t�
diem Q = (x,y) E EEd(k) sao cho cp(Q) = P.
Th�t v�y, ta xet cac trucing h<;lp Cl;t the sau: 

- Vdi P = (0, 0): Gia su' t6n t� diem Q =
(x, y) E EEd(k) sao cho cp(Q) = (0, 0). Tu
(4), ta c6 { l+y 

1-y 
l+y

(1-y)x 

0
0

H� phudng trlnh tren cung vdi phudng trinh
( 1) cho ta k€t qua Q = ( 0, -1), di�u nay
la khong the vi diem ( 0, -1) E Except (cf>).



Do d6 khong t6n t� diem Q E EEd(k) de 
¢( Q) = (0, 0). 

- Vdi P = (-1, ±J(A - 2)/ B): Gia slt t6n
t<;1i diem Q = (x, y) E EEd(k) sao cho
¢( Q) = (0, 0). Tu (4), ta c6

{ t;t : ±J(A-� 2)/B(l-y)x 

H� phuong trinh tren vo nghi�m, suy ra khong 
t6n t<;1i diem Q E EEd(k) thoa man ¢(Q) = 
P. 

- Vdi P = ((-A± J(A - 2)(A + 2))/2, 0):
Gia SU° t6n t� diem Q = (x, y) E EEd(k) sao
cho ¢(Q) = (0, 0). Tit (4), ta c6

{ l+y = 
-A±J(A-2)(A+2)

1-y 2 

___!_±JL_ - 0 (l-y)x -

Giiii h� phuong trinh tren cimg vdi (1) cho ta 
diem Q = (0, -1), di�u nay la VO ly Vl diem 
(0, -1) E Except(¢). Do d6 khong t6n t� 
Q E EEd(k) sao cho </J(Q) = P. 

Ti�p theo, chrlng minh 

Th�t v�y, ta xet cac trl..idng h<;lp Cl;l the sau: 

- Vdi Q1 = (0, 1): Gia sit t6n t<;1i Pi= (u, v) E 
EM/k(k) sao cho ¢-1(Pi) = (0, 1). Tu (5) ta
c6 

{ 
:!!: = 0 

u�l = 1u+l 
H� phuong trinh tren vo nghi�m, suy ra 
khong t6n t� diem Pi E EM/k(k) sao cho 
¢-1(P1) = Q1.

- Vdi Q1 (0, -1): Gia SU° t6n t� 
Pi (u, v) E EM;k(k) sao cho 
¢-1(Pi) = (0, -1). Tu (5) ta c6

{ 
:!!: = 0 
�!t =

-
1 

Giiii h� phuong trinh tren cimg vdi phuong 
trinh dudng cong (3) cho ta k�t qua Pi = 
(0, 0). Di�u nay la vo ly vi diem (0, 0) la diem 
ngo<;1i 1� cu.a ¢-1. Do v�y khong t6n t� diem
Pi E EM/k(k) sao cho </J-1(Pi) = (0, -1).

Khoa h9c va Cong nghef trong tinh VlfC An toan thong tin 

Bay gio, chrlng minh vdi m9i diem 
R = (x, y) E EEd(k) va R (/_ Except(¢), ta c6 

¢-1(¢(R)) = R.

TMt v�y, do R (/_ Except(¢) nen diem ¢(R) dli<;IC 
xac dinh. D�t R' = (u, v) = cp(R) E �(¢) va tu 
(4) ta c6

R' = ( u, v) = ( 
l + y

, 
l + y 

) .
1 - y (1 - y)x 

Theo chrlng minh a tren, � ( ¢) n Except ( ¢-1) =
0, suy ra ¢-1(R') dli<;IC xac dinh va thay to<;1 d9
R' vao (5), ta c6 

M�t each tu'dng tt!, dS dang chi ra du<;lc, vdi 
m9i diem 

S = (u, v) E EM/k(k) va S (/_ Except(¢-1),

ta c6 
¢(¢-1(S)) = S.

Tu cac chrlng minh tren, ta suy ra t6n t<;1i song 
anh giua cac t�p diem E Ed ( k) \ Except ( ¢) va 
EM/k(k) \ Except(¢-1). Tu day nh� du<;lc h�
thrlc 

#EEd(k) - #Except(¢) 
= #EM/k(k) - #Except(q;-1).

K�t h<;lp h� thrlc nay vdi khfulg dinh v� s6 lu<;1ng 
cac diem ngo� 1� cu.a ¢, ¢-1 tuong rlng theo tinh
chinh phuong trong k cu.a a va d, d6ng thdi tu 
khing dinh hien nhien 

ta thu du<;lc cong thrlc l #EM(k) - 2, n�u (�) = -1, 

#EEd(k) = #EM(k) - 4, n�u (�) = (�) = 1,

#EM(k), n�u (�) = 1, (�) = -1. 

Nhu v�y, ta c6 di�u phai chrlng minh. □
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Ti€p theo, tit dj.nh nghia cu.a¢, ta co

.!,(Q') = (Bt -A/3 � Bs ) = ( ) = Q 
'fl B + 3B' B t, 8 . 

Dieu nay co nghia la

hay noi each khac ¢ o ¢-1 la anh x� d6ng nhfit
tren Ew;k(k). 

Tudng tt;t, ta ciing chi ra duQc ¢-10¢ la anh
x� d6ng nhftt tren EM/k(k). Ben c� do, vi�c chi
ra tinh ddn anh cu.a ¢, ¢-1 la tfun thuong. Tit do
ta co ¢ la song anh, v�y nen 

va dieu nay keo theo

Ta co khfulg dj.nh d.n chung minh.

IV. DU'ONG CONG EDWARDS CU(>N VA DUONG

CONG WEIERSTRASS 

Gia sit ta co m(>t duong cong elliptic d�g
chuful Edwards dj.nh nghia tren truong k co d�c
s6 nguyen t6 p =f. 2, 3 Mi phudng trlnh
EEd : ax2 + y2 

= 1 + dx2y2 , trong do a, d E k
thoa man ad(a - d) =f. 0. Sit d\mg phep d6i bi€n
duQc cho bdi cong thuc ( 4) 

(
l+y l+y 

) (x,y)1---t(u,v) = l-y'(l-y)x '

ta bi€n d6i E Ed ve m(>t duong cong tudng dudng
song huu ti co d�g Montgomery EM : Bv

2 
=u3 + Au2 + u rdi 

A = 
2(a+ d)

a-d '
4 B = --d.a-

Ky hi�u phep d6i bi€n nay la

<I>: EEd ➔ EM .

Sit d\1-Ilg phep d6i bi€n duQc cho bdi cong thuc
(7) 

(u A v ) (u,v)1---t(t,s) = B+3B'B '
ta bi€n d6i EM ve m(>t duong cong tudng dudng
co d�g chuful Weierstrass 

Ew : s2 
= t

3 + ct + <5,

Khoa h9c va Cong nghf trong linh vi;tc An toan thong tin 

vdi

3-A2 

C = 3B2 '
<5

= 

2A3 - 9A
27B3 

Ky hi�u phep d6i bi€n nay la:

la hQp thanh cu.a <I> va '11. Ro rang,

r: EEd ➔ Ew 

la phep d6i bi€n trl!C ti€p dua E Ed ve Ew va duQc
cho bdi cong thuc 

(x, y) 1---t (t, s) = 

( 
1 + y A l + y ) (9)B(l -y) + 3B' B(l -y)x 

Thay A = 2<:�;) , B = � vao cong thuc (9),
ta nh� duQc 

t

s 

l+y A
-B(_l _- -y) 

+ -3B
l 2(a+d) +y + a-d_

_L(l -y) 3_L a-d a-d (a-d)(l+y) a+d 
4(1-y) 

+ 
-6-

,

l+y
B(l - y)xl+y 
a�d(l - y)x 
(a - d)(l + y)

4(1 - y)x

va

Nhu v�y, ta co cong thuc d6i bi€n tit E Ed vao Ew 

(x,y) 1---t (t,s) = (10)

( 
( a - d) ( 1 + y) a + d ( a - d) ( 1 + y) 

)4(1 - y) + 
6 ' 4(1 - y)x
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Hdn niia, ta c6 

c = 

3-A2 

3B2 

3 _ ( 2(a+d)) 
2

a-d 

3 (a�dr 

1 
-

48 
(a2 

+ l4ad + d2), va 

2A3 -9A 

27B3

2 ( 2(a+d)) 
3 _ g 2(a+d)_ 

a-d a-d 

27 (a�dr 

-
864 

(a+ d)(a2 - 34ad + d2 ).

Tom 1�, vdi phep d6i bi�n r : E Ed ---+ Ew 
duc;,c cho Mi cong thuc (10), ta da dua duong cong
d�g chu� Edwards E Ed : ax2 + y2 = 1 + dx2y2 

ve duong cong tudng dudng song him ti c6 d�g
chu� Weierstrass Ew : s2 = t3 + c:t + 8, trong
d6 

c 

Ve m6i quan h� giita s6 di�m cu.a duong cong 
d�g chu� Edwards E Ed va duong cong d�g 
chu� Weierstrass Ew tudng ung tren truong hftu 
h� k (k� ca phfui tli trung boa), ta c6 khfuig 
dinh sau. 

H� qua 6. Voi cdc ky hifu nhu: a tren, ta c6

Chung minh: H� qua nay du<;,c suy tft!c ti�p
cu.a Dµih ly 4 va M�nh de 5. □ 

Xet truong hdp cv th� k = lF P vdi p =/- 2, 3 la
m(',t s& nguyen t&. Vdi cac duong cong d�g chu� 
Edwards E Ed duc;,c sinh ngftu nhien, tuc la cac h� 
s& a, d E lF

P 
duc;,c ch9n ngftu nhien, thi ti 1� phan

b6 cac duong cong nay theo 3 truong hc;,p trong H� 
qua 6 duc;,c udc luc;,ng trong m�nh de phat bi�u 
dudi day. 
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M�nh d@ 7. Gid sa cdc hf s<5 a, d E lF p, ad( a-
d) =/- 0 cua du:iJng cong d{J,ng chuan Edwards 

EEd: ax2 
+ y2 

= 1 + dx2y2 

dU:(Jc chr;m m(jt cdch ngdu nhien diu. Khi d6 ti lf
phan b<5 du:iJng cong E Ed thod man cdc tru:iJng
h(Jp 1, 2 va 3 tu:ong ung theo thu ti/ tit tren xu<5ng
trong Hf qud 6 xdp xi khodng 50%, 25% va 25%.

Chung minh: Trude h�t, vdi x =/- 0 la m(',t
phfin tli duc;,c ch9n m(>t each ngftu nhien deu 
trong lF; thi xac sufit d� ( �) = 1 se bfuig vdi

xac sufit d� ( �) = -1, va bfuig ½- Th�t v�y, ky
hi�u 

va 

A1 = { x E lF; : (�) = 1} , 

A2 = { x E lF; : (�) = - 1} . 
Xet cac truong hc;,p sau: 

- p _ l (mod 4): Theo tinh chfit cu.a ky ti;r
Legendre thi

(-1) E=.!. p =(-1) 2 =l. 

Do d6, 

Suy ra 

- p _ 3 (mod 4): Tu tinh chfit cu.a ky t{!
Legendre, ta c6

Do d6, 

Dieu nay ciing dftn d�n 
p-l

#A1 = #A2 = -
2

-.

Bay gio, vdi cac truong h<;,p trong H� •qua 6, ta c6: 

1) Truong hc;,p 1: Theo chung minh d tren thi:



1 
2' 

c6 ngbia la ti 1� cac duong cong E Ed thu<)c 
tntong b<Jp nay se bfuig 50%. 

2) Truong b<Jp 2: Do

Khoa h9c va Cong nghf trong lfnh We An toan thong tin 

2) Su' d1,mg Tbu�t toan SEA di tinh #Ew(k)
la s6 diim k-bii'u ti cu.a Ew , bao gf>m ca
diim trung boa oo.

3) Ap d1:lllg H� qua 6 di tinh #EEd(k) tit
#Ew (k).

4) Tra v� #EEd(k).

[ (a) ( d) � Di minh boa thuat toan tren, ta xet vi du duoi 
Pr a ER IF;, d ER IF;: p -=-l, p = 

- J <fay tudng ung. voi . duong cong Edwards· cu<)n
"edwards25519" trong [10].

1 1 1 
2 2 4' 

suy ra ti 1� cac duong cong E Ed thu<)c tniong 
b<Jp nay se la xfip xi 25%. 

3) Truong b<Jp 3: Tudng u;c nhu tren,

1 1 1 
2 2 4' 

tuc la ti 1� cac duong cong E Ed thu<)c tniong 
b<Jp nay se xfip xi 25%. 

Nhu v�y ta nh� du<Jc khfulg dµih c§.n cbung minh. 

Tu H� qua 6, ta xay dgng thu�t toan nhu duoi 
day di dem s6 diim cu.a duong cong d�g cbuim 
Edwards cu<)n tren tniong buu b�. 

Thu�t toan 8. D�m s6 diim ciia dtt<fng cong 
Edwards CUQil tren trtt<fng hii'u h�n 

D§u vim: 

- M<)t duong cong Edwards cu<)n E Ed : ax2 
+

y2 
= 1 + dx2y2 dµih nghia tren truong bii'u

b� k c6 d�c s6 nguyen t6 p =I- 2, 3.

D§u ra: 

- #EEd(k) la s6 diim k-bii'u ti cu.a duong
cong EEd·

Cac btt6c tht!c hifn: 

1) Tinh cac b� s6 c, 6 theo cac cong thuc ( 11)
(12) va djnh ngbia duong cong Ew : s2 

=

t3 
+ ct + 6 tren tntong bii'u b� k.

Vi d¥ 9. Xet duong cong Edwards cu<)n 
"edwards25519" trong [10] dinh nghia tren 
tniong IF 

P 
bdi pbudng trlnh 

edwards25519 : ax2 
+ y2 

= l + dx2y2, 

trong d6 

p 2255 - 19
a -1 (mod p)
d -121665/121666 (mod p)

. 
nh6m tac gia se Su' d1:lllg Thu�t toan 8 d tren di 
dem s6 diim cu.a duong cong edwards25519 tren 
tntong IF

p
. Cac tinb toan du<Jc nh6m tac gia th1;ic 

bi�n voi pb§.n m�m SageMath-8.8. 

# Khai bao d�c s6 p: 
sage: p = 2A 255 - 19; p 
# Btnh nghia truong 
huu h9-n K: 
sage: K = GF(p); K 
# Khai bao h� s6 a: 
sage: a = K(-1); a 
# Ki�m tra tinh chinh 
phuang cua a: 
sage: a.is_square() 
# Khai bao h� s6 d: 
sage: d = K(-121665/121666); 
d 
# Ki�m tra tinh chinh 
phuang cua d: 
sage: d.is_square() 
# Tinh h� s6 A: 
sage: A = K( (-1) 
* inverse_mod(48, p)
* (aA 2 + 14 * a *  d + dA 2));
A 
# Tinh h� s6 B: 

S6 I.CS (16) 2022 11 





[9] Huseyin Hisil, Kenneth Wong, Gary Carter,
and Ed Dawson. Faster group operations
on elliptic curves. In Information Security

2009: proceedings of the 7th Australasian

Information Security Conference, pages 7-19.
Australian Computer Society, 2009.

[10] Simon Josefsson and Ilari
Edwards-curve digital signature
(eddsa). Technical report, 2017.

Liusvaara. 
algorithm 

[11] Adam Langley, Mike Hamburg, and Sean
Turner. Elliptic curves for security. Technical
report, 2016.

[12] Christiane Peters. Curves, Codes, and 

Cryptography. PhD thesis, PhD thesis, 
Technische Universiteit Eindhoven, 2011. 

[ 13] Rene Schoof. Elliptic curves over finite
fields and the computation of square roots
mod p. Mathematics of computation,

44(170):483-494, 1985.

[14] Rene Schoof. Counting points on elliptic
curves over finite fields. Journal de theorie

de nombres de Bordeaux, 7(1):219-254, 1995.

[15] Dinh Tien Thanh, Nguyen Quoc Toan,
Nguyen Van Son, and Nguyen Van Duan. An
algorithm to select a secure twisted elliptic
curve in cryptography. Journal of Science

and Technology on Information security,

1(15): 17-25, 2022.

Khoa h9c va Cong nghef trong l'inh VI/C An toan thong tin 

so LUOC VE TAC GIA 

YO 

lN 

Pho Due Tai

Ddn vi cong tac: Truong Diµ h9c Khoa 
h9c 1\;C nhien, Diµ H9c Qu6c gia Ha N(ii. 
Email: taipd@vnu.edu.vn
Qua trlnh dao t:to: t'ot nghi�p Ci'c nhan 
Toan h9c tiµ Diµ h9c T5ng h<;Jp Ha N(ii 
vao nam 1994; Th;;te sĩ Toan h9c tiµ Đại

h9c Utrecht, Ha Lan vao nam 1996; Ti.Sn sĩ Toan h9c tiµ Diµ 
h9c thanh l�p Tokyo, Nh�t Ban vao nam 2001. 

Hudng nghien cuu hi�n nay: Hinh h9c � s6; Ly thuySt 

ky di; D1,1i s6 may tinh; M�t mli. 

Vo Tung Linh
Ddn vi cong tac: Vi�n Khoa h9c - 
Công ngh� m�t ma, Ban Cd ySu 
Chinh phii.
Email: beathovenvn@gmail.com
Qua trình dao t:to: t'ot nghi�p Ci'c nhan
Toán học vào năm 2005 và Thạc sĩ Toán
học vào năm 2014 tại Trường Đại học
Khoa học Tự nhiên, Đại học Quốc gia

Hà Nội.

Hudng nghien cuu hi�n nay: M�t mli khoa cong khai; M�t 
mli duong cong elliptic; Duong cong diµ s6. 

S6 1.CS (16) 2022 13


